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自适应变异的粒子群优化算法

吕振肃 ,侯志荣
(兰州大学信息科学与工程学院 ,甘肃兰州 730000)

　　摘　要 :　本文提出了一种新的基于群体适应度方差自适应变异的粒子群优化算法 (AMPSO) .该算法在运行过程

中根据群体适应度方差以及当前最优解的大小来确定当前最佳粒子的变异概率 ,变异操作增强了粒子群优化算法跳

出局部最优解的能力.对几种典型函数的测试结果表明 :新算法的全局收搜索能力有了显著提高 ,并且能够有效避免

早熟收敛问题.
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Particle Swarm Optimization with Adaptive Mutation

LΒ Zhen2su ,HOU Zhi2rong
( School of Information Science and Engineering , Lanzhou University , Lanzhou , Gansu 730000 , China)

Abstract :　A new adaptive mutation particle swarm optimizer (AMPSO) ,which is based on the variance of the population’s fit2
ness is presented. During the running time ,the mutation probability for the current best particle is determined by two factors :the vari2
ance of the population’s fitness and the current optimal solution. The ability of particle swarm optimization algorithm(PSO) to break

away from the local optimum is greatly improved by the mutation. The experimental results show that the new algorithm not only has

great advantage of convergence property over genetic algorithm and PSO ,but also can avoid the premature convergence problem effec2
tively.

Key words :　particle swarm ;adaptive mutation ;optimization ;premature convergence

1　引言

　　粒子群优化算法 PSO (Particle Swarm Optimization)是由 E2
berhart博士和 Kennedy博士发明的一种新的全局优化进化算

法 ,它源于对鸟类捕食行为的模拟 [1 ,2 ] .作为一种重要的优化

工具 ,粒子群优化算法已经成功地用于系统辨识 [3 ]、神经网络

训练[4 ]等领域.

与其它全局优化算法 (如遗传算法)一样 ,粒子群优化算

法同样存在早熟收敛现象 ,尤其是在比较复杂的多峰搜索问

题中.目前解决这一问题的主要方法是增加粒子群的规模 ,虽

然对算法性能有一定改善 ,但同样存在缺陷 :一是不能从根本

上克服早熟收敛问题 ;二是会大量增加算法的运算量.本文将

提出一种新的基于群体适应度方差自适应变异的粒子群优化

算法 (AMPSO) .该算法根据群体适应度方差以及当前最优解

的大小来确定当前最佳粒子的变异概率.实验结果表明 :与遗

传算法和粒子群优化算法相比 ,本文算法的全局收敛性能得

到了显著提高 ,能有效避免粒子群优化算法中的早熟收敛问

题.

2　粒子群优化算法及其早熟收敛问题

　　与遗传算法类似 ,粒子群优化算法同样基于群体 (这里称

作粒子群)与适应度.粒子群的个体 (这里称作粒子)代表问题

的一个可能解.每个粒子具有位置和速度两个特征.粒子位置

坐标对应的目标函数值即可作为该粒子的适应度.算法通过

适应度来衡量粒子的优劣.算法首先初始化一群随机粒子 ,然

后通过迭代找到最优解.在每一次迭代中 ,粒子通过跟踪两个

“极值”来更新自己 :一个是粒子本身所找到的最优解 ,即个体

极值 pBest ;另一个是整个粒子群目前找到的最优解 ,称之为

全局极值 gBest .

粒子在找到上述两个极值后 ,就根据下面两个公式来更

新自己的速度与位置[1 ,2 ] :

V = w 3 V + c1 3 rand 3 ( pBest - Present)

+ c2 3 rand 3 ( gBest - Present) (1)

Present = Present + V (2)

其中 , V是粒子的速度 , Present是粒子的当前位置. rand是[0 ,

1]之间的随机数 , c1和 c2被称作学习因子.通常 , c1 = c2 = 2.
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w是加权系数 ,一般在 011到 019之间取值.文献 [2 ]通过大

量实验证明 ,如果 w 随算法迭代的进行而线性减小 ,将显著

改善算法的收敛性能.设 wmax为最大加权系数 , wmin为最小加

权系数 , run为当前迭代次数 , runMax 为算法迭代总次数 ,则

有 :

w = wmax - run 3
( wmax - wmin)

runMax
(3)

更新过程中 ,粒子每一维的最大速率限制在 vmax ,粒子每

一维的坐标也被限制在允许范围之内.同时 , pBest 与 gBest

在迭代过程中不断更新 ,最后输出的 gBest 就是算法得到的

最优解.

粒子群优化算法一般采用实数编码 ,由于没有选择、交叉

与变异等操作 ,算法结构相对简单 ,运行速度很快.但是 ,算法

运行过程中 ,如果某粒子发现一个当前最优位置 ,其他粒子将

迅速向其靠拢.如果该最优位置为一局部最优点 ,粒子群就无

法在解空间内重新搜索 ,因此 ,算法陷入局部最优 ,出现了所

谓的早熟收敛现象.

试验证明 ,粒子群优化算法无论是早熟收敛还是全局收

敛 ,粒子群中的粒子都会出现“聚集”现象.要么所有粒子聚

集在某一特定位置 ,要么聚集在某几个特定位置 ,这主要取决

于问题本身的特性以及适应度函数的选择.下面将从理论上

证明这个结论.粒子位置的一致等价于各粒子的适应度相同.

因此 ,研究粒子群中所有粒子适应度的整体变化就可以跟踪

粒子群的状态.为了定量描述粒子群的状态 ,下面先给出群体

适应度方差的定义 ,同时也给出了粒子收敛的定义.

定义 1　设粒子群的粒子数目为 n , f i 为第 i个粒子的适

应度 , f avg为粒子群目前的平均适应度 ,σ2 为粒子群的群体适

应度方差 ,则σ2可以定义为 :

σ2 = ∑
n

i =1

f i - f avg

f

2

(4)

其中 f 是归一化定标因子 ,其作用是限制σ2的大小. f 可以取

任意值 ,只需注意两个条件 : ①归一化后 ,整个粒子群 | f i -

f avg| 的最大值不大于 1 ; ②f 随算法的进化而变化.在本文算

法中 , f 的取值采用如下公式 :

f =
max{ | f i - f avg| } ,max{ | f i - f avg| } > 1

1 ,others
(5)

定义 1表明 :群体适应度方差σ2反映的是粒子群中所有

粒子的“收敛”程度.σ2 越小 ,则粒子群趋于收敛 ;反之 ,粒子

群则处于随机搜索阶段.

定义 2　设粒子群中某个粒子在 t时刻的位置为 x ( t) , p

为搜索空间内的任意位置 ,则粒子收敛定义如下 [5 ] :

lim
t→+ ∞

x ( t) = p (6)

该定义表明 ,粒子的收敛是指粒子最终停留在搜索空间

内某一固定位置 p.

定理 1　如果粒子群优化算法陷入早熟收敛或者达到全

局收敛 ,粒子群中的粒子将聚集在搜索空间的一个或几个特

定位置 ,群体适应度方差σ2等于零.

证明　根据定义 2 ,粒子如果收敛 ,将停留在某一固定位

置 p.下面讨论如何确定收敛位置 p.文献 [5 ]通过严格的数

学推导 ,得出如下结论 :

lim
t→+ ∞

x ( t) = (1 - a) y + ay′ (7)

其中 a = c1/ ( c1 + c2) , c1与 c2是式 (1)中的学习因子. y 表示

粒子当前的个体极值 , y′表示粒子群当前的全局极值.若 c1 =

c2 = 2 ,则式 (7)变为 :

lim
t→+ ∞

x ( t) =
y + y′

2
(8)

文献[5 ]在推导式 (7)时假设 y和 y′都固定不变.从式 (8)

可以看出 ,如果 y 和 y′都固定不变 ,则粒子的收敛位置 p就

是粒子个体极值与粒子群全局极值之间的中点位置.实际上 ,

y和 y′一般都随时间变化而改变.此时 ,将式 (8)改写为 :

lim
t→+ ∞

x ( t) = lim
t→+ ∞

y ( t) + y′( t)
2

(9)

根据粒子群优化算法的原理 ,粒子在位置更新与速度更

新的过程中 ,如果发现新位置优于个体极值 ,则将个体极值设

置为新位置 ;同样 ,如果新位置优于全局极值 ,则将全局极值

设置为新位置.不失一般性 ,设粒子群最终找到的全局极值为

p 3 ,即 :

lim
t→+ ∞

y′( t) = p 3 (10)

显然 ,如果全局极值为 p 3 ,粒子将在式 (2)的作用下向

p 3靠拢 ,其间将不断更新个体极值 y ,如果粒子没有发现比

p 3更好的位置 ,那么其个体极值最终将等于 p 3 ,即 :

lim
t→+ ∞

y ( t) = p 3 (11)

将式 (10)与式 (11)代入式 (9) ,可得 :

lim
t→+ ∞

x ( t) = p 3 (12)

式 (12)表明 ,对于粒子群中的任意粒子 ,其最终收敛位置

将是整个粒子群找到的全局极值.如果粒子群找到的全局极

值只有一个 ,那么所有粒子都会“聚集”到该位置 ;如果全局极

值不止一个 ,那么粒子将随机聚集在这几个全局极值位置.全

局极值是所有粒子在算法运行过程中找到的最佳粒子位置 ,

该位置并不一定就是搜索空间中的全局最优点.若该位置为

全局最优点 ,则算法达到全局收敛 ;否则算法陷入早熟收敛.

根据粒子位置可计算相应的适应度 ,因此 ,当算法陷入早

熟收敛或全局收敛时 ,粒子群中的粒子位于全局极值 p 3 .设

f ( x)为适应度函数 ,粒子适应度可由下式计算 :

f i = f ( p 3 ) , 　i = 1 ,2 , ⋯, n (13)

根据定义 1 ,粒子群目前的平均适应度可由式 (14)给出 :

f avg =
1
n ∑

n

i =1

f i (14)

将式 (13)代入式 (14) ,可得

f avg = f ( p 3 ) (15)

将式 (13)与式 (15)代入式 (4) ,可得σ2 = 0.定理 1得证.

定理 1给出了粒子群优化算法收敛状态与群体适应度方

差之间的关系 .显然 ,仅凭群体适应度方差等于零不能区别早

熟收敛与全局收敛 ,还须进一步判断算法此时得到的最优解

是否为理论全局最优解或者期望最优解 f d .如果此时已经得

到全局最优 ,则可认为算法达到全局收敛 ;反之 ,则表明算法

陷入局部最优.
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图 1是粒子群优化算法求解某函数最小化问题全局收敛

的适应度方差进化曲线 ,图 2则是早熟收敛的适应度方差进

化曲线.

图 1　PSO全局收敛的适应度方差进化曲线　　　　　　　图 2　PSO早熟收敛的适应度方差进化曲线

3　自适应变异的粒子群优化算法

　　从前面的分析可知 ,在粒子群优化算法运行过程中 ,如果

群体适应度方差等于零 ,且此时得到的最优解不是理论最优

解或者期望最优解 f d ,则粒子群陷入局部最优 ,算法将出现早

熟收敛.因此 ,如果要克服早熟收敛问题 ,就必须提供一种机

制 ,让算法在发生早熟收敛时 ,能够跳出局部最优 ,进入解空

间的其它区域继续进行搜索 ,直到最后找到全局最优解.

根据式 (1)和式 (2) ,粒子下一时刻的位置由当前位置与

当前速度共同决定 ,速度大小决定移动距离 ,速度方向决定粒

子前进方向.根据式 (1) ,粒子当前速度由三个因素决定 :原来

的速度、个体极值 pBest与全局极值 gBest .全局极值 gBest是

算法目前找到的最优解.如果算法出现早熟收敛 ,全局极值

gBest一定是局部最优解.结合式 (1) ,如果此时改变全局极值

gBest (变异操作) ,就可以改变粒子的前进方向 ,从而让粒子

进入其它区域进行搜索 ,在其后的搜索过程中 ,算法就可能发

现新的个体极值 pBest 以及全局极值 gBest .如此循环 ,算法

就可以找到全局最优解.这就是本文将要提出的自适应变异

机制的基本思想.

考虑到粒子在当前 gBest 的作用下可能发现更好的位

置 ,因此新算法将变异操作设计成一个随机算子 ,即对满足变

异条件的 gBest按一定的概率 pm 变异. pm 的计算公式如下 :

pm =
k ,σ2 <σ2

d and f ( gBest) > f d

0 ,others
(16)

其中 , k可以取[0. 1 ,0. 3 ]之间的任意数值.σ2
d 的取值与实际

问题有关 ,一般远小于σ2 的最大值. f d 可以设置为理论最优

值.这里考虑的是“最小化”情况.

对于 gBest的变异操作 ,本文算法将采用增加随机扰动

的方法 ,设 gBest k 为 gBest的第 k维取值 ,η是服从 Gauss (0 ,1)

分布的随机变量 ,则

gBest k = gBest k 3 (1 + 0. 5 3η) (17)

综上所述 ,我们对粒子群优化算法进行了改进 ,提出了一

种新的基于群体适应度方差对 gBest进行自适应变异的粒子

群优化算法—AMPSO ,其算法流程如下 :

(1)随机初始化粒子群中粒子的位置与速度.

(2)将粒子的 pBest 设置为当前位置 , gBest 设置为初始

群体中最佳粒子的位置.

(3)判断算法收敛准则是否满足 ,如果满足 ,转向 (9) ;否

则 ,执行 (4) .

(4)对于粒子群中的所有粒子 ,执行如下操作 :

①根据式 (1) 、(2)和式 (3)更新粒子的位置与速度.

②如果粒子适应度优于 pBest 的适应度 , pBest 设置为新

位置.

③如果粒子适应度优于 gBest 的适应度 , gBest设置为新

位置.

(5)根据式 (4)与式 (5)计算群体适应度方差σ2 ,并计算 f

( gBest) .

(6)根据式 (16)计算变异概率 pm .

(7)产生随机数 r∈[0 , 1 ] ,如果 r < pm ,按式 (17)执行变

异操作 ;否则 ,转向 (8) .

(8)判断算法收敛准则是否满足 ,如果满足 ,执行 (9) ;否

则 ,转向 (4) .

(9)输出 gBest ,算法运行结束.

从上述流程可以看出 ,自适应变异的粒子群优化算法实

际上是在粒子群优化算法的基本框架中增加了随机变异算

子 ,通过对 gBest的随机变异来提高粒子群优化算法跳出局

部最优解的能力.

4　自适应变异的粒子群优化算法性能分析

　　下面将通过四个典型函数优化问题 (求解最小值)来测试

本文算法的性能 ,同时与实数遗传算法 ( RGA) [6 ]和粒子群优

化算法进行了比较.函数 f1 ( x)是单峰二次函数 ;函数 f2 ( x)

是具有强烈振荡的多峰函数 ,一般算法难以得到最优解 [6 ] ;函

数 f3 ( x)是很难极小化的病态二次函数[7 ] ;函数 f4 ( x)是具有

大量局部最优点的多峰函数 [7 ] .实验设置的参数如下 :三种算

法的群体大小都为 30 ;实数遗传算法的交叉概率为 0. 8 ,变异
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概率为 0. 05 ;粒子群优化算法与 AMPSO算法的最大加权系数

与最小加权系数都取 0. 9和 0. 1.对于 f1 ( x) ,将 f1 ( x) + 10 - 10

作为适应度函数 ;对于 f2 ( x)和 f3 ( x) ,将函数表达式作为适

应度函数 ;对于 f4 ( x) ,将 f4 ( x) + 0. 1作为适应度函数.表 1

列出了用三种算法求解上述优化问题运行 20次后得到的平

均函数最优解以及AMPSO算法求解这些问题时 k、σ2
d及 f d的

取值.

f1 ( x) = ∑
10

i =1

x2
i , - 100≤xi ≤100 (18)

f2 ( x) =
sin2 x2

1 + x2
2 - 0. 5

[1 + 0. 001 3 ( x2
1 + x2

2) ]2 + 0. 5
, - 2≤xi ≤2 (19)

f3 ( x) = ∑
9

i =1

[100 3 ( xi + 1 - x2
i)

2 + ( xi - 1) 2 ] , - 100≤xi ≤100

(20)

f4 ( x) = ∑
10

i =1

[ x2
i - 10cos(2πxi) + 10 ] , - 100≤xi ≤100 (21)

从表 1可以看出 :对于所有测试函数 ,本文算法的优化结

果都明显好于其它两种算法 ,其中对于 f1 ( x) 、f2 ( x)和 f4 ( x) ,

本文算法获得了理论最优值.图 3至图 6是上述四个函数采

用三种算法求解运行 20次后得到的平均最佳适应度进化曲

线.为了便于比较 ,图 3、图 5与图 6的纵坐标都采用适应度的

对数值表示.从图中可以看出 :对于单峰函数 f1 ( x) ,本文算

法的全局收敛速度快于粒子群优化算法与实数遗传算法 ;粒

子群优化算法在 f2 ( x)与 f3 ( x)的优化过程中都陷入局部最

优 ,实数遗传算法在函数 f4 ( x)中也出现了早熟收敛情况 ;本

文算法在所有函数优化问题中 ,都具有较快的全局收敛速度

与强大的全局搜索能力 ,能有效地避免遗传算法和粒子群优

化算法的早熟收敛问题.

表 1　三种算法运行 20次的函数平均最优解

函　数 理论最优解 RGA PSO AMPSO

f 1 ( x) 0 5. 590376E24 8. 843129E28 0 ( f d = 0 ,σ2
d = 0. 001 , k = 0. 3)

f 2 ( x) - 1 - 0. 985610 - 0. 989869 - 1 ( f d = - 1 ,σ2
d = 0. 001 , k = 0. 3)

f 3 ( x) 0 75. 146586 4. 022082E + 5 8. 660438 ( f d = 0 ,σ2
d = 1. 1 , k = 0. 3)

f 4 ( x) 0 32. 088741 9. 136798 0 ( f d = 0 ,σ2
d = 1. 5 , k = 0. 3)

图 3　f 1 ( x) 20次平均最佳适应度进化曲线　　　　　　　　图 4　f 2 ( x) 20次平均最佳适应度进化曲线

图 5　f 3 ( x) 20次平均最佳适应度进化曲线　　　　　　　　图 6　f 4 ( x) 20次平均最佳适应度进化曲线
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5　小结

　　本文针对粒子群优化算法的早熟收敛问题 ,提出了一种

采用基于自适应变异机制的粒子群优化算法.实验表明 ,新算

法不仅具有很强的全局搜索能力 ,而且能有效避免粒子群优

化算法和遗传算法的早熟收敛问题.本文算法的运算量比粒

子群优化算法略微有所增加 ,但是比遗传算法的运算量要小

得多 ,是一个非常实用的优化工具.
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